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Аннотация. В работе математические методы аппроксимации данных, история их по-

явления, алгоритмы необходимые для выполнения математических расчётов, а также пред-

ставлены программы на языке программирования c# для программной обработки данных. Вы-

полняется сравнительный анализ каждого из методов, оцениваются их индивидуальные осо-

бенности, проводится сравнительный анализ. 
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Проведение серии опытов заканчивается появлением довольно обширного 

набора данных, который затем необходимо обработать для определения функции 

которая с определенной степенью погрешности описывала бы проведенный экс-

перимент. Для решения данной задачи необходимо провести аппроксимацию 
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данных, при этом возникает проблема, связанная с тем, что существует довольно 

большой класс математических методов для аппроксимации данных, так и необ-

ходимость компьютерной обработки данных. Необходимость компьютерной об-

работки данных привязана к тому, что объем обрабатываемых данных может со-

держать сотни данных, а метод может использовать средства искусственного ин-

теллекта. Поэтому рассмотрим, как сами методы, их историю появления, мате-

матический алгоритм преобразования данных, так и пример обработки данных с 

использованием языка программирования c#. 

На сегодняшний день существуют множество методов аппроксимации 

данных, из них мы рассмотрим: линейную, полиномиальная, аппроксимацию 

сплайнами, а также аппроксимацию с использованием нейронных сетей. 

Первые три метода используются в тех случаях, когда наборы данных ви-

зуально «подсказывают» вид графика, последний, когда наборы данных порядка 

нескольких тысяч, а график визуально не отображается. 

Рассмотрим линейную аппроксимацию. Данный метод является одним из 

старейших и широко используется в математике и прикладных науках. Данный 

метод использовали ученые и философы при попытке описать природные явле-

ния с помощью простых математических моделей. В построение данного метода 

внесли Пьер-Симон Лаплас, Карл Фридрих Гаусс и Адриен-Мари Лежандр. 

 

Рассмотрим алгоритм выполнения расчетов. 

1. Пусть имеется набор из n точек (xi,yi), где i=1,2,…,n. 

2. Вычисляются средние значения: 𝑥̅ и 𝑦̅: 

𝑥̅ =
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

, 𝑦̅ =
1

𝑛
∑ 𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

3. Вычисляются коэффициент наклона а и свободный член b: 

𝑎 =
∑ (𝑥𝑖−𝑥̅)𝑛

𝑖−1 (𝑦𝑖−𝑦̅)

∑ (𝑥𝑖−𝑥̅)2𝑛
𝑖−1

. 

𝑏 = 𝑦̅ − 𝑎𝑥̅ 

4. После нахождения a и b уравнение прямой принимает вид:𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏. 

5. Проводится оценка качества аппроксимации через коэффициент де-

терминации 𝑅2: 

𝑅2 = 1 −
∑ (𝑦𝑖−𝑦̂𝑖)2𝑛

𝑖−1

∑ (𝑦𝑖−𝑦̅)2𝑛
𝑖−1

, 

где 𝑦̂𝑖 = 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏 — предсказанное значение. 
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На основании представленного алгоритма могут быть проведены исследо-

вания как в ручном подсчете, так и с использованием программы, ниже представ-

лен код метода на языке c#. 

 

using System; 

using MathNet.Numerics.LinearRegression; 

class Program 

{ 

    static void Main() 

    { 

        double[] x = { 1, 2, 3, 4, 5 }; 

        double[] y = { 2, 4, 5, 4, 5 }; 

        var (a, b) = SimpleRegression.Fit(x, y) ; 

        Console.WriteLine($"Линейная аппроксимация: y = {a}x + {b}") ; 

    } 

} 

 

Следующий метод аппроксимации – полиномиальная аппроксимация. Она 

позволяет описывать более сложные зависимости с помощью полиномов. В раз-

работке данного метода участвовали такие ученые, как Исаак Ньютон, Джозеф 

Луи Лагранж и Карл Фридрих Гаусс. 

Полиномиальная аппроксимация заключается в приближении функции 

или набора данных полиномом степени m: 

𝑃(𝑥)  = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑥𝑚, 

где P(x) — аппроксимирующий полином, a0,a1,…,am — коэффициенты по-

линома, m — степень полинома. 

Рассмотрим алгоритм для проведения расчетов. 

1. Пусть имеется набор из n точек (xi,yi), где i=1,2,…,n. 

2. Определяется степень полинома m. Обычно m<n. 

3. Составляется система уравнений. Для нахождения коэффициентов 

a0,a1,…,am решается система линейных уравнений, которая возникает из условия 

минимизации суммы квадратов отклонений: 

∑(𝑦𝑖 − (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑥𝑚))
2

→ 𝑚𝑖𝑛

𝑛

𝑖=1

 

Эта система может быть записана в матричной форме: 𝑋𝑇𝑋𝑎 = 𝑋𝑇𝑦, 
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где X — матрица значений независимой переменной 𝑋 =

(

1 𝑥1 𝑥1
2 … 𝑥1

𝑚

1 𝑥2

⋮ ⋮
1 𝑥𝑛

𝑥2
2 … 𝑥2

𝑚

⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑛

2 … 𝑥𝑛
𝑚

), a — вектор коэффициентов 𝑎 = (

𝑎1
𝑎2

⋮
𝑎𝑚

), y — вектор зна-

чений зависимой переменной 𝑦 = (

𝑦1
𝑦2

⋮
𝑦𝑛

). 

4. Выполняется нахождение корней системы уравнений, т.е. определя-

ются коэффициенты a. 

5. Оценка качества аппроксимации строится на основании определения 

коэффициента детерминации R2: 𝑅2 = 1 −
∑ (𝑦𝑖−𝑃(𝑥𝑖) )2𝑛

𝑖−1

∑ (𝑦𝑖−𝑦̅)2𝑛
𝑖−1

, где 𝑦̅ — среднее значе-

ние y. 

Для программной обработки в c# можно использовать библиотеку 

MathNet.Numerics. 

 

using System; 

using MathNet.Numerics; 

class Program 

{ 

    static void Main() 

    { 

        double[] x = { 1, 2, 3, 4, 5 }; 

        double[] y = { 2, 4, 5, 4, 5 }; 

        var coefficients = Fit.Polynomial(x, y, 2) ; // Полином 2-й степени 

        Console.WriteLine("Полиномиальная аппроксимация: y = " + coeffi-

cients[2] + "x^2 + " + coefficients[1] + "x + " + coefficients[0]) ; 

    } 

} 

 

Если обработать эксперимент требуется очень точно, то здесь подойдет ме-

тод – Аппроксимация сплайнами. Данный термин "сплайн" происходит от гиб-

ких линеек, которые использовались в кораблестроении и черчении для создания 

гладких кривых. Основной вклад в развитие теории сплайнов внесли такие уче-

ные, как Исаак Шёнберг (который ввел понятие сплайна в 1946 году), Карл де 
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Бур (разработка B-сплайнов) и Пьер Безье (применение сплайнов в компьютер-

ной графике). Наиболее распространены кубические сплайны, которые исполь-

зуют полиномы третьей степени. 

Кубический сплайн на отрезке [xi,xi+1] задается в виде: 

𝑆𝑖(𝑥)  = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖(𝑥 − 𝑥𝑖)  + 𝑐𝑖(𝑥 − 𝑥𝑖) 2 + 𝑑𝑖(𝑥 − 𝑥𝑖) 3, 

где ai,bi,ci,di — коэффициенты сплайна. 

Опишем алгоритм расчетов 

1. Пусть имеется набор из n точек (xi,yi), где i=1,2,…,n, и x1<x2<⋯<xn. 

2. Определение узлов. Узлы сплайна — это точки xi, в которых соеди-

няются сегменты сплайна. 

3. Задание условий гладкости. Для кубического сплайна требуется вы-

полнение следующих условий: 

 непрерывность функции: 𝑆𝑖(𝑥𝑖)  = 𝑆𝑖−1(𝑥𝑖) ; 

 непрерывность первой производной: 𝑆′
𝑖(𝑥𝑖)  = 𝑆′

𝑖−1(𝑥𝑖) ; 

 непрерывность второй производной: 𝑆′′
𝑖(𝑥𝑖)  = 𝑆′′

𝑖−1(𝑥𝑖). 

4. Определяем граничные условия. Для однозначного определения 

сплайна задаются граничные условия на концах интервала. Например: 

 естественные граничные условия: 𝑆′′(𝑥1)  = 𝑆′′(𝑥𝑛)  = 0; 

 условия на производные: 𝑆′(𝑥1)  = 𝑦1
′ , 𝑆′(𝑥𝑛)  = 𝑦𝑛

′ . 

5. На основе условий гладкости и граничных условий составляется си-

стема линейных уравнений для нахождения коэффициентов ai, bi, ci, di. 

6. После нахождения коэффициентов сплайн на каждом отрезке [xi,xi+1] 

задается в виде 𝑆𝑖(𝑥)  = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖(𝑥 − 𝑥𝑖)  + 𝑐𝑖(𝑥 − 𝑥𝑖) 2 + 𝑑𝑖(𝑥 − 𝑥𝑖) 3. 

Для работы со сплайнами в C# можно использовать библиотеку ALGLIB. 

 

using System; 

using alglib; 

class Program 

{ 

    static void Main() 

    { 

        double[] x = { 1, 2, 3, 4, 5 }; 

        double[] y = { 2, 4, 5, 4, 5 }; 

        spline1dinterpolant s; 

        spline1dbuildcubic(x, y, out s) ; 
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        Console.WriteLine("Аппроксимация сплайнами: значение в точке 

x=3.5: " + spline1dcalc(s, 3.5) ) ; 

    } 

} 

 

Последняя аппроксимация предназначена для оценки сложных нелиней-

ных зависимостей для этого используется аппроксимация с использованием 

нейронных сетей. Данный метод строится на основе использования машинного 

обучения и искусственного интеллекта. В основе данного метода были работы 

Франка Розенблатта, Дэвида Румельхарта, Джорджа Хинтона и других ученых. 

Идея использования нейронных сетей строится на возможности миними-

зировать ошибку между предсказанными значениями и истинными значениями 

функции. А для этого используются различные архитектуры нейронных сетей, 

такие как: 

 многослойный перцептрон (MLP) ; 

 радиально-базисные нейронные сети (RBF) ; 

 сверточные нейронные сети (CNN) ; 

 рекуррентные нейронные сети (RNN). 

Процесс обучения нейронной сети для аппроксимации функции можно 

разделить на несколько основных этапов: 

1. Собрать набор данных {(x1,y1), (x2,y2),…,(xN,yN) }, разделить исход-

ные данные на обучающую, валидационную и тестовую выборки. 

 Выбрать тип нейронной сети и задать следующие параметры: коли-

чество скрытых слоев; количество нейронов в каждом слое; активационные 

функции. 

2. Инициализировать веса и смещения случайными значениями. 

3. Использовать алгоритм обратного распространения ошибки для ми-

нимизации функции потерь. 

4. Если качество аппроксимации не удовлетворяет требованиям, можно 

изменить архитектуру сети, размер обучающей выборки или параметры обуче-

ния. 

Для работы с нейронными сетями в C# используется библиотека 

Accord.NET: 

 

using System; 

using Accord.Neuro; 
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using Accord.Neuro.Learning; 

class Program 

{ 

    static void Main() 

    { 

        double[][] inputs = { new double[] { 1 }, new double[] { 2 }, new double[] 

{ 3 }, new double[] { 4 }, new double[] { 5 } }; 

        double[] outputs = { 2, 4, 5, 4, 5 }; 

        var network = new ActivationNetwork(new SigmoidFunction(), 1, 5, 1) ; 

        var teacher = new BackPropagationLearning(network) ; 

        for (int i = 0; i < 1000; i++) 

            teacher.RunEpoch(inputs, outputs) ; 

        double result = network.Compute(new double[] { 3.5 }) [0]; 

        Console.WriteLine("Аппроксимация нейронной сетью: значение в 

точке x=3.5: " + result) ; 

    } 

} 

 

Таким образом, математические методы аппроксимации данных играют 

важную роль в анализе и моделировании сложных систем и выбор метода зави-

сит от характера данных, требуемой точности и вычислительных ресурсов. По-

нимание особенностей каждого метода позволяет эффективно применять их в 

различных областях науки и техники, а использование практических реализаций 

на языке программирования C# упростит обработку данных. 
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