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Аннотация. В статье представлена математическая модель для расчета 

деформации объектов сетевой структуры в результате точечного воздействия на 

них внешней силы. 

Abstract. The article presents a mathematical model for calculating the 

deformation of the network structure of facilities as a result of the point impact of 

external forces on it. 

Ключевые слова: геометрический граф, дифференциальные уравнения, 

математическое моделирование, сетевая техническая система, функция Грина. 
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В последние годы наблюдается значительный рост использования 

беспилотных летательных аппаратов. Полеты БПЛА фиксируются не только на 

линии боевого соприкосновения, но и в Белгородской, Брянской, Курской, 

Воронежской, Московской областях. На данный момент существует много 

способов борьбы с дронами, но одни из самых простых средств — это средства 

физической защиты. Защитные сетки способны эффективно противостоять 

угрозам, исходящим от беспилотников. Это простое решение способное 

защитить людей и технику в последнее время становится необходимостью. 

При установке защитной сетки следует учесть, что ее деформация при 

прогибе в результате попадания в нее постороннего предмета (дрона), должна 

быть больше расстояния до поверхности охраняемых объектов. Для расчета 

возможного прогиба сетки в качестве математической модели можно 

рассматривать систему струн с закрепленными концами. 

В статье рассматривается математическое моделирование задачи о 

деформации защитной сети от дронов системами дифференциальных уравнений 

на геометрических графах, проводится исследование построенной однородной 

краевой задачи, устанавливаются критерии невырожденности неоднородных 

задач с постоянными и переменными коэффициентами,  строятся функции Грина 
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для представления решений задач в интегральной форме, производится оценка 

величины деформации сети в результате попадания в нее дрона с учетом силы 

удара и места попадания. 

Рассмотрим сеть  , состоящую из произвольного числа ребер 
1

n

i

i

R 
=

= .  

Обозначим новую форму сети в результате ее деформации через функцию 

( )u x  . Множество внутренних вершин графа обозначим через ( )J  , а 

множество граничных вершин  . Множество ребер, примыкающих к общей 

внутренней вершине обозначим через ( )( ),R a a J  , тогда всю систему из 

произвольного числа струн обозначим ( )R J =    и назовем геометрическим 

графом в 
3 [1].  

Если на  1 2,a a   ввести натуральную параметризацию ( )x t= , где 

1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) / , (0, )t a t a a a a t a a = + − −  − , то  1 2,a a  оказывается обычным 

отрезком из  . Тогда форма струны ( )( )u t  в результате деформации станет 

обычной функцией на отрезке. Естественно предполагать, что для нее будут 

существовать производные первого ( )( )
d
u t

dt
  и высших порядков 

( )( ) ( ) ( )
k

k

k

d
u x u t

dt
= . А на концах интервала ( )1 2,a a =  будут определены 

односторонние производные по направлению 
( ) ( 0)k

iu a + . 

Из физического смысла задачи следует, что плотность внешней силы, 

вызывающей деформацию ( ) :f   →  , а эластичности струн непрерывны и 

( ) 0,q x x   . Будем предполагать, что смещение всех точек системы от 

положения равновесия происходит в направлении вектора действия внешней 

силы. 

В основе построения краевой задачи лежит вариационный принцип 

минимизации энергии [1,2]. 
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Пусть потенциальная энергия системы определяется функционалом 

2 2

1

( )
2 2

i

n
i

i i i

i

u u
P u fu q dx f u q dx

=

    
= − = −   

   
  , тогда для  ( )2( )u x C  ,   

удовлетворяющих условиям жесткого закрепления на границе 

  ( ) 0,u a a=   , (1) 

условиям непрерывности 

  
( )( ),

( 0) 0
R a a J

u a
  

+ = , (2) 

стационарное значение ( )u   функционала  ( )P u  удовлетворяет условиям 

  
( )( ),

( 0) 0
R a a J

q u a 
  

 + =   (3) 

и уравнениям 

  ( ) , 1,i i iq u f i n


− = = . (4) 

Для неоднородной задачи (1) – (4) доказано, что соответствующая ей 

однородная задача имеет только тривиальное решение. 

Для частных случаев были получены критерии невырожденности.  

Например,  

если ( )1 2, , ( ) 1a a q x =  , то задача 

  
1( ) 0u a = ,

2( ) 0u a = , (5) 

  u f− =  (6) 

невырождена при  ( )1 2 0a a = −  . 

Если ( )1 2, , ( ) , , 0
b

a a q x kx b x k
k

 
 = = +  −  

 
, то задача  

  
1( ) 0u a = ,

2( ) 0u a = , (7) 

  ( )( )kx b u f− + =  (8) 

однозначно разрешима при условии  1

2

1
ln 0
ka b

k ka b

+
 = 

+
. 
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Если ( )1 2

1
, , ( ) , , 0

b
a a q x x k

kx b k

 
 = =  −  

+  
, то задача 

  
1( ) 0u a = ,

2( ) 0u a = , (9) 

  
u

f
kx b

 
− = 

+ 
 (10) 

невырождена при  ( ) ( )1 2 1 2 0
2

k
a a a a b

 
 = − + +  

 
. 

Для невырожденной задачи (1) – (4) при любой ( )( )f x C   и ( )2( )u x C   

решение может быть представлено в виде: 

  ( ) ( , ) ( )u x G x s f s ds


=  ,  (11) 

где ( , )G x s  - функция влияния, а ( )f s  - плотность силы удара дрона в точку s

.  

Функция Грина ( , )G x s  для краевой задачи второго порядка на отрезке 

можно построить по формуле: 

 

  ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 1 1 1 2

2 2 1 2 2

( , ) ( ) ( )
1

( , ) ( , )

( , )

H x s x x

G x s l H s l l

l H s l l

 

 

 

= 




,  (12) 

где  
2

1
( )i

i
x

=

 - фундаментальная система решений однородного уравнения,  

  

1 2

1 1 2

1 22

1 2

( ) ( )

0, ; ( ) ( )
( , ) ( , )

( ) ( )( , ), ,

( ) ( )

s s

a x s x x
H x s K x s

s sK x s s x a

s s

 

 

 

 

 
= =

 


  (13) 
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Например, для задачи (5) – (6) функция Грина ( , )G x s  имеет вид:  

  

( )( )

( )( )

2 1

1

1 2

2 1

2

1 2

, ;

( , )

, .

a s x a
a x s

a a
G x s

a x s a
x s a

a a

− −
 

−
= 

− −  
 −

  (14) 

Из свойств определенного интеграла имеет место оценка: 

  ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )u x G x s f s ds G x s f s ds
 

=   ,  (15) 

Тогда для оценки решения задачи (5) – (6) справедливо неравенство [3]: 

  
2 2 2

1 2 1 2

1 1 1

( ) ( , ) ( ) max ( , ) ( ) max ( , ) ( )

a a a

a x a a x s a
a a a

u x G x s f s ds G x s f s ds G x s f s ds
   = 

  =   , 

 (16) 

Следовательно, расстояние до охраняемого объекта h  должно быть 

больше чем 

  
( )( ) 2

1 2

1

2 1

1 2

max ( )

a

a x s a
a

a s s a
f s ds

a a = 

− −

−  . (17) 

Так, если плотность внешней силы удара ( ) 1f x  ,
1 1a = , 

2 10a =  то h  

должно быть больше чем 
2

1

10

1 2

1 2 1

11 11
( ) 5,5

2 18 2

a

a

a a
f s ds ds

a a

+
= = 

−   , а если ( )f x x= , 

1 1a = , 
1 10a = , то h  должно быть больше чем 

2

1

1010 2

1 2

1 2 1 1

11 11 11 99 121
( ) 30,25

2 18 18 2 18 2 4

a

a

a a s
f s ds sds

a a

+
= = =  = 

−   .  

Оценка (17) позволяет быстро рассчитать расстояние, на котором должна 

быть установлена защитная сетка в зависимости от силы удара БПЛА. 
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Правильный расчет характеристик защитной сетки является важным 

этапом в процессе ее разработки и установки. Это позволит не только повысить 

уровень защиты военной техники, но и важных объектов гражданской 

инфраструктуры от атак беспилотных летательных аппаратов. 
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