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Аннотация. В статье рассматриваются переопределенные системы 

уравнений в частных производных – обобщенные системы Коши-Римана со 

многими переменными с комплексными периодическими коэффициентами. 

Найдена формула общего решения однородной системы. В двумерном случае 

получены формулы общего решения, а также ограниченных и периодических 

решений неоднородной системы. 

Abstract. The article considers overdetermined systems of partial differential 

equations – generalized Cauchy-Riemann systems with many variables with complex 

periodic coefficients. A formula for the general solution of a homogeneous system is 
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found. In the two-dimensional case, formulas for the general solution, as well as for 

bounded and periodic solutions of a non-homogeneous system, are obtained. 
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В работе рассматривается переопределённая система комплексных 

уравнений в частных производных с 𝑛 независимыми переменными вида 

𝑤𝑧̅𝑗 + 𝑎𝑗𝑤 = 𝑓𝑗(𝑧),    𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, (1) 

где 𝑎𝑗 и 𝑓𝑗 − заданные функции переменной 𝑧, определённые во всем 𝐶𝑛 −n-

мерное комплексное евклидово пространство. 

Исследуем систему (1) в предположении, что 𝑎𝑗 и 𝑓𝑗 принадлежат 𝐶2𝜋 − 

пространство непрерывных в 𝐶𝑛 функций 𝑓(𝑧1, … , 𝑧𝑛), удовлетворяющих 

условиям двоякопериодичности [4]: 

𝑓(𝑧1, … , 𝑧𝑗 + ℎ𝑗 , … , 𝑧𝑛) = 𝑓(𝑧1, … , 𝑧𝑛), (2) 

здесь ℎ𝑗 ∈ {2𝜋, 2𝜋𝑖}.  

Необходимым и достаточным условием полной разрешимости системы (1) 

будут равенства [2]: 

  𝜕𝑧̅𝑘𝑎𝑗 = 𝜕𝑧̅𝑗𝑎𝑘 , (3) 

 𝜕𝑧̅𝑗𝑓𝑘 − 𝜕𝑧̅𝑘𝑎𝑗 + 𝑎𝑘𝑓𝑗 − 𝑎𝑗𝑓𝑘 = 0,    𝑗 ≠ 𝑘. (4) 

Введем следующие операторы в 𝐶2𝜋 [5]: 

𝑇𝑗𝑓 = 𝑓o
𝑗
𝑧𝑗̅ − 2𝑖∑𝑘−1𝑓𝑘

𝑗
𝑒𝑖(𝑘,𝑧𝑗)

𝑘≠0

, (5) 

где 𝑘 = 𝑘1 + 𝑖𝑘2 ∈ 𝑍
2 − целочисленная решетка в 𝐶1, (𝑘, 𝑧𝑗) = 𝑘1𝑥𝑗 + 𝑘2𝑦𝑗 ,

𝑓𝑘
𝑗
− коэффициенты Фурье функции 𝑓 по переменной 𝑧𝑗. А также верны 

следующие равенства: 
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(𝑇𝑗𝑓)𝑧̅𝑗
= 𝑓,      𝑇𝑗 (𝑓𝑧̅𝑗) = 𝑓 − 𝑓o

𝑗
. (6) 

Введем также операторы: 𝑆𝑗𝑓 = 𝑇𝑗𝑓 − 𝑓o
𝑗
𝑧𝑗̅ , 𝑗 = 1, 2. Очевидно, что  

𝑆𝑗𝑓 ∈ 𝐶2𝜋 . 

Для функций 𝑎𝑘 ∈ 𝐶2𝜋 определим следующие средние значения:  

𝑎𝑘,𝑗 = 𝛾𝑗 ∫𝑎𝑘(𝑧)𝑑𝜔𝑗 ,

𝐾𝑗

     1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, (7) 

где 𝛾𝑗 = (2𝜋)
−2𝑗 , 𝑑𝜔𝑗 = 𝑑𝑧1⋯𝑑𝑧𝑗 .  Положим, что 𝑎𝑘,0 = 𝑎𝑘(𝑧). Среднее 

значение функции 𝑎𝑘 по переменной 𝑧𝑗 обозначим через [𝑎𝑘]𝑗 . Тогда получим  

[𝑎𝑘]1 = 𝑎𝑘,1. (8) 

Справедлива следующая  

Теорема 1. Пусть коэффициенты однородной системы 

соответствующей (1) принадлежат 𝐶2𝜋 и выполнены условия (3). Тогда общее 

решение этой системы имеет вид  

𝑤(𝑧) = 𝑒−Ω(𝑧)𝜑(𝑧), (9) 

где  

Ω(𝑧) =∑𝑇𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑎𝑗,𝑗−1, (10) 

𝜑(𝑧) − произвольная аналитическая по 𝑧 функция. 

В системе (1) предположим, что 𝑛 = 2. Систему запишем в виде 

{
𝑤𝑧̅1 + 𝑎(𝑧1, 𝑧2)𝑤 = 𝑓(𝑧1, 𝑧2),

𝑤𝑧̅2 + 𝑏(𝑧1, 𝑧2)𝑤 = 𝑔(𝑧1, 𝑧2).
(11) 

Необходимые и достаточные условия полной разрешимости (3), (4) для 

данной системе выглядят так:  

𝑎𝑧̅2 = 𝑏𝑧̅1 , (12) 

−𝑎𝑔 + 𝑏𝑓 + 𝑓𝑧̅2 − 𝑔𝑧̅1 = 0. (13) 

Верна следующая теорема 
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Теорема 2. Пусть коэффициенты однородной системы (11) принадлежат 

𝐶2𝜋 и удовлетворяют условию (12). Тогда общее решение этой системы имеет 

вид  

𝑤(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
2𝑖𝐼𝑚(𝑎𝑜̅̅̅̅ 𝑧1+𝑏𝑜̅̅̅̅ 𝑧2)𝜔1(𝑧1, 𝑧2)𝜔2(𝑧2)𝛷(𝑧1, 𝑧2), (14) 

где 𝑎𝑜, 𝑏𝑜 − средние значения функций 𝑎, 𝑏 соответственно, 𝜔1 = 𝑒
−𝑆1𝑎, 𝜔2 =

𝑒−𝑆2𝑏𝑜
1
, 𝛷 − произвольная аналитическая по 𝑧1, 𝑧2 функция.  

Пусть 𝑤(𝑧1, 𝑧2) ограниченное во всем 𝐶2. Тогда решение однородной 

системы соответствующей (11), будет ограниченной в 𝐶2 и в силу теоремы 

Лиувилля Φ(𝑧1, 𝑧2) ≡ 𝑐, где 𝑐 − постоянная. Поэтому все ограниченные в 𝐶2 

решения однородной системы имеет вид  

𝑤(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
2𝑖𝐼𝑚(𝑎o̅̅ ̅̅ 𝑧1+𝑏o̅̅̅̅ 𝑧2)𝑤1(𝑧1, 𝑧2)𝑤2(𝑧2)𝑐, (15) 

причем все эти решения являются почти-периодическими. 
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