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Аннотация. В статье рассматриваются особенности геометрического 
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Пусть в 𝑚-мерном векторном пространстве 𝐸𝑚 задана точка 𝑥 с 

координатами:  

𝑥 = (𝜔1, … , 𝜔𝑚) 
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Запишем закон движения точки 𝑥 в пространстве 𝐸𝑚 в виде системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений 

{
 
 

 
 𝑑𝜔1
𝑑𝑡

= 𝑓1(𝑡, 𝜔1, … , 𝜔𝑚),
…………………………

𝑑𝜔𝑚
𝑑𝑡

= 𝑓𝑚(𝑡, 𝜔1, … , 𝜔𝑚),

 

Этот закон движения можно записать в векторном виде: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥) 

 (1) 

Пусть функция 𝑓(𝑡, 𝑥) – непрерывна по совокупности переменных и 

определена для всех значений 𝑡, 𝜔1, … , 𝜔𝑚 ∈ (−∞;+∞). 

Введем начальные условия вида 

𝑥(𝑠) = 𝑥0  (2) 

такие, что каждому начальному условию соответствует единственное решение 

дифференциального уравнения (1). Соответствующее решение будет иметь вид: 

𝑥(𝑡) = 𝑝(𝑡; 𝑠; 𝑥0).  (3) 

Пусть решение (3) определено для всех −∞ < 𝑡 < +∞. 

Определение 1. Точка 𝑥0 ∈ 𝐸
𝑚, двигаясь по траекториям уравнения (1) за 

промежуток времени от 𝑠 до 𝑡, перейдет в некоторую новую точку 𝑥1 этого же 

пространства. Оператором сдвига по траекториям системы (1) называется 

оператор вида 𝑈(𝑡, 𝑠), задающий переход от 𝑥0 к 𝑥1. 

Из определения ясно, что оператор 𝑈(𝑡, 𝑠) совпадает с решением 

уравнения (1), поэтому справедливо равенство 

𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥0 =  𝑝(𝑡; 𝑠; 𝑥0). 

Перейдем к рассмотрению периодической задачи. Для этого будем 

считать, что функция 𝑓(𝑡, 𝑥) из уравнения (1) удовлетворяет равенству 

𝑓(𝑡 + 𝑇, 𝑥) ≡ 𝑓(𝑡, 𝑥) 

Для ответа на вопрос о существовании 𝑇-периодического решения 

уравнения (1) необходимо исследовать оператор сдвига по траектория системы 
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ДУ, соответствующей уравнению (1), совпадающий с решением данного 

уравнения. 

Рассмотрим оператор сдвига в промежутке времени от 0 до 𝑇: 

𝑈𝑥 = 𝑈(𝑇, 0)𝑥  (4) 

Очевидно, что если 𝑥(0) является неподвижной точкой оператора (4), то 

решение  𝑥(𝑡) уравнения (1) будет 𝑇-периодичсеким. Верно и обратное 

утверждение. 

Таким образом, задача о доказательстве существования периодического 

решения системы ДУ, записанной в виде (1), сводится к доказательству 

существования неподвижных точек оператора сдвига (4). Для этого можно 

использовать такой метод, как теория векторных полей. 

Рассмотри поле 

𝑄𝑥 = 𝑥 − 𝑈(𝑇)𝑥.  (5) 

Для того, чтобы у оператора (4) существовали неподвижные точки, 

необходимо, чтобы существовала ограниченная область Ω с границей 𝐿, такая, 

что поле (5) имеет на этой границе топологическую степень, не равную нулю. В 

качестве такой области удобно выбрать шар такого радиуса 𝑅, чтобы все 

потенциальные 𝑇-периодичсекие решения уравнения (1) входили в этот шар 

‖𝑥‖ ≤ 𝑅. Для этого перед выбором области Ω проводится априорная оценка 𝑇-

периодичсеких решений. Главным аспектом является установление того факта, 

что топологическая степень векторного поля (5) не будет равна нулю. Так как 

оператор сдвига задается в неявном виде, применяются методы, разработанные 

М.А. Красносельским и А.И. Перовым. Многие принципы основываются на 

понятии точки 𝑇-невозвращаемости траекторий, однако в большинстве случаев 

затруднен поиск таких точек, поэтому наиболее удобным способом 

исследования является метод направляющих функций, сформулированный в [2]. 

С помощью данного метода можно вычислить топологическую степень 

векторного поля (5) [1]. 
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Рассмотрим применения этого метода на примере системы, 

удовлетворяющей виду (1): 

 

{

𝑑𝜀1
𝑑𝑡

= 𝑎𝜀1
3 + 3𝑏𝜀1

2𝜀2 + 𝑐𝜀1𝜀2
2 + 𝑑𝜀2

3 + 𝜑1(𝑡, 𝜀1, 𝜀2)

𝑑𝜀2
𝑑𝑡

= 𝑏𝜀1
3 + 𝑐𝜀1

2𝜀2 + 3𝑑𝜀1𝜀2
2 + 𝑒𝜀2

3 + 𝜑2(𝑡, 𝜀1, 𝜀2)

 

 

Необходимо указать правильную направляющую функцию данной 

системы и если ее индекс окажется отличным от нуля, то по сформулированному 

выше принципу, система будет иметь хотя бы одно  𝑇-периодичсекое решение. 

Для указания такой направляющей функции, которая бы удовлетворяла леммам 

и теоремам [2], необходимо ввести следующие ограничительные условия на 

систему уравнений: функции 𝜑1(𝑡, 𝜀1, 𝜀2) и 𝜑2(𝑡, 𝜀1, 𝜀2) должны 𝑇-периодичны 

по 𝑡 и 

 

lim
|𝜀1|+|𝜀2|→∞

𝜑1(𝑡, 𝜀1, 𝜀2)

|𝜀1|
3 + |𝜀2|

3
= lim
|𝜀1|+|𝜀2|→∞

𝜑2(𝑡, 𝜀1, 𝜀2)

|𝜀1|
3 + |𝜀2|

3
=0 

(6) 

 

Направляющая функция должна быть невырожденной, для этого 

уравнения 

 

𝑎𝑘3 + 3𝑏𝑘2 + 𝑐𝑘 + 𝑑 = 0 

𝑏𝑘3 + 𝑐𝑘2 + 3𝑑𝑘 + 𝑒 = 0 

(7) 

 

не должны иметь общих вещественных корней и 

 

|𝑎| + |𝑏| > 0 (8) 
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При выполнении перечисленных условий, заданная система становится 

системой с главной потенциальной частью и принимает вид: 

 

{
 

 
𝜕Ф0
𝜕𝜀1

= 𝑎𝜀1
3 + 3𝑏𝜀1

2𝜀2 + 𝑐𝜀1𝜀2
2 + 𝑑𝜀2

3

𝜕Ф0
𝜕𝜀2

= 𝑏𝜀1
3 + 𝑐𝜀1

2𝜀2 + 3𝑑𝜀1𝜀2
2 + 𝑒𝜀2

3

 

 

В таком случае легко указать направляющую функцию [4],  

 

Ф0(𝑥) =
1

4
𝑎𝜀1

4 + 𝑏𝜀1
3𝜀2 +

1

2
𝑐𝜀1

2𝜀2
2 + 𝑑𝜀1𝜀2

3 +
1

4
𝑒𝜀2

4 

 

Очевидно, что функция является четной, следовательно ее индекс нечетен, а 

как следствие, не равен нулю, что гарантирует наличие 𝑇-периодического 

решения системы. 
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