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Аннотация. В специально введенном банаховом пространстве изучается 

интегральное уравнение Вольтерра с ядром третьего порядка, имеющим 

конечное число производных вблизи нуля. При некоторых ограничениях на 
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спектр операторного пучка, соответствующего интегральному оператору, 

строится многопараметрическое семейство решений. 

Abstract. In a specially introduced Banach space, the Volterra integral equation 

with a third-order kernel having a finite number of derivatives near zero is studied. 

Under certain restrictions on the spectrum of the operator bundle corresponding to the 

integral operator, a multi-parameter family of solutions is constructed. 

Ключевые слова: собственный вектор, обратный оператор, 

функциональное пространство, характеристическое число, частное решение. 

Keywords: eigenvector, inverse operator, functional space, characteristic 

number, partial solution. 

 

Введение 

В действительном функциональном пространстве задана ‖∙‖𝐸. Ей 

соответствует в пространстве 𝐿(𝐸) всех отображений на 𝐸 соответствующая 

норма 

‖𝐴‖𝐿(𝐸) = sup
‖𝑥‖𝐸=1

‖𝐴𝑥‖𝐸. 

В пространстве 𝐵([0, 𝛿], 𝐸) норма выглядит следующим образом 

‖𝛼(𝑥)‖𝐵([0,𝛿],𝐸) = sup
0≤𝑥≤𝛿

‖𝛼(𝑥)‖𝐸. 

Рассмотрим семейство банаховых пространств 

𝑄𝛾
𝑘 = {𝛼(𝑥): 𝛼(𝑖)(𝑥) = 𝑥𝛾−𝑖𝜔𝑖(𝑥),𝜔𝑖(𝑥) ∈ 𝐵([0, 𝛿], 𝐸); 

‖𝛼(𝑥)‖𝑄𝛾𝑘 = max
0≤𝑖≤𝑘

‖𝜔𝑖(𝑥)‖𝐵([0,𝛿],𝐸)}. 

Изучается интегральное уравнение 

∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
= 𝑓(𝑥),   0 ≤ 𝑥 ≤ 𝛿                              (1) 

с ядром третьего порядка, имеющим конечное число производных вблизи нуля. 
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Пусть существуют пределы 𝐶0 = lim
𝑥→+0

𝐾(𝑥,𝑥)

𝑥3
, 𝐶1 = lim

𝑥→+0

𝐾𝑡
′(𝑥,𝑥)

𝑥2
,  

𝐶2 = lim
𝑥→+0

𝐾𝑡𝑡
′′(𝑥,𝑥)

𝑥
, 𝐶3 = lim

𝑥→+0

−𝐾
𝑡3
(3)
(𝑥,𝑥)

𝑥0
, причем 𝐶0 имеет ограниченный обратный 

𝐶0
−1. 

Отсюда следует, что при достаточно малом 𝑥  

‖
𝐾(𝑥,𝑥)

𝑥3
− 𝐶0‖

𝐿(𝐸)
< 𝜀, ‖

−𝐾𝑡
′(𝑥,𝑥)

𝑥2
− 𝐶1‖

𝐿(𝐸)
< 𝜀, ‖

𝐾𝑡𝑡
′′(𝑥,𝑥)

𝑥
− 𝐶2‖

𝐿(𝐸)
< 𝜀, 

‖
−𝐾

𝑡3
(3)

𝑥0
− 𝐶3‖

𝐿(𝐸)

< 𝜀                                              (2) 

Лемма 1. Уравнение (1) имеет решение 𝜑(𝑥) ∈ 𝑄𝛾
0   (𝜑(𝑥) = 𝜗′′(𝑥)) тогда 

и только тогда, когда интегро-дифференциальное уравнение  

𝐴𝜗 + 𝐷𝜗 = 𝑓(𝑥)                                                    (3) 

имеет решение 𝜗(𝑥) ∈ 𝑄𝛾+2
2 , где  

(𝐴𝜗)(𝑥) = 𝐶0𝑥
3𝜗(2)(𝑥) + 𝐶1𝑥

2𝜗′(𝑥) + 𝐶2𝑥𝜗(𝑥) + 𝐶3 ∫ 𝜗(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
,       (4) 

(𝐷𝜗)(𝑥) = [𝐾(𝑥, 𝑥) − 𝐶0𝑥
3]𝜗(2)(𝑥) + [−𝐾𝑡

′(𝑥, 𝑥) − 𝐶1𝑥
2]𝜗′(𝑥) + 

+[𝐾𝑡𝑡
′′(𝑥, 𝑥) − 𝐶2𝑥]𝜗(𝑥) + ∫ [−𝐾

𝑡3
(3)(𝑥, 𝑡) − 𝐶3] 𝜗(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
.              (5) 

Доказательство леммы можно провести, интегрируя по частям 

∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝜗′′(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
. 

Действительно, 

∫𝐾(𝑥, 𝑡)𝜗(3)(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= 𝐾(𝑥, 𝑡)𝜗(2)(𝑡)|
0

𝑥
−∫𝐾𝑡

′(𝑥, 𝑡)𝜗(2)(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= 

= 𝐾(𝑥, 𝑥)𝜗(2)(𝑥) − 𝐾𝑡
′(𝑥, 𝑡)𝜗(1)(𝑡)|

0

𝑥
+∫𝐾𝑡𝑡

′′(𝑥, 𝑡)𝜗′(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= 

= 𝐾(𝑥, 𝑥)𝜗(2)(𝑥) − 𝐾𝑡
′(𝑥, 𝑥)𝜗′(𝑥) + 𝐾𝑡𝑡

′′(𝑥, 𝑥)𝜗(𝑥) − ∫𝐾
𝑡3
(3)(𝑥, 𝑡)𝜗(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= 

= [𝐾(𝑥, 𝑥) − 𝐶0𝑥
3]𝜗(2)(𝑥) + [−𝐾𝑡

′(𝑥, 𝑥) − 𝐶1𝑥
2]𝜗′(𝑥) + 
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+[𝐾𝑡𝑡
′′(𝑥, 𝑥) − 𝐶2𝑥]𝜗(𝑥) + ∫ [−𝐾𝑡3

(3)(𝑥, 𝑡) − 𝐶3] 𝜗(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

+ 

+𝐶0𝑥
3𝜗(2)(𝑥) + 𝐶1𝑥

2𝜗′(𝑥) + 𝐶2𝑥𝜗(𝑥) + 𝐶3∫𝜗(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= 

= (𝐴𝜗)(𝑥) + (𝐷𝜗)(𝑥),   𝜗(𝑥) ∈ 𝑄𝛾+2
2 . 

Лемма доказана. 

Лемма 2. Пусть операторный пучок 

𝑃(𝛼) = 𝐶0(𝛼 + 3)(𝛼 + 2) + 𝐶1(𝛼 + 3) + 𝐶2 + 𝐶3
1

𝛼 + 4
 

имеет характеристическое число 𝛼 > −1, которому соответствует собственный 

вектор 𝑢0 и цепочка присоединенных векторов 𝑢𝑖 (𝑖 = 1,… ,𝑚). Тогда для 

уравнения 𝐴𝜗 = 0 существует 𝑚 + 1 линейно независимых решений, 

принадлежащих пространству 𝑄𝛾+3
3 , где 𝛾 ≥ 𝛼. Они будут иметь вид 

𝜗𝑒(𝑥) = 𝑥𝛼+3(𝑎0 + 𝑎1𝑙𝑛𝑥 +⋯+ 𝑎𝑒𝑙𝑛
𝑒𝑥),     𝑒 = 0,… ,𝑚.             (6) 

Доказательство. Найдем 𝜗𝑒
′(𝑥),  𝜗𝑒

′′(𝑥). 

𝜗′(𝑥) = (𝛼 + 3)𝑥𝛼+2(𝑎0 + 𝑎1𝑙𝑛𝑥 + 𝑎2𝑙𝑛
2𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑒𝑙𝑛

𝑒𝑥) + 

+𝑥𝛼+2(𝑎1 + 2𝑎2𝑙𝑛𝑥 + 3𝑎3𝑙𝑛
2𝑥 +⋯+ 𝑒𝑙𝑛𝑒−1𝑥), 

𝜗′′(𝑥) = (𝛼 + 3)(𝛼 + 2)𝑥𝛼+1(𝑎0 + 𝑎1𝑙𝑛𝑥 + 𝑎2𝑙𝑛
2𝑥 +⋯+ 𝑎𝑒𝑙𝑛

𝑒𝑥) + 

+[(𝛼 + 2) + (𝛼 + 3)]𝑥𝛼+1(𝑎1 + 2𝑎2𝑙𝑛𝑥 + 3𝑎3𝑙𝑛
2𝑥 +⋯+ 𝑒𝑙𝑛𝑒−1𝑥) + 

+𝑥𝛼+1(2𝑎2 + 6𝑎3𝑙𝑛𝑥 + 12𝑎4𝑙𝑛
2𝑥 +⋯+ 𝑒(𝑒 − 1)𝑙𝑛𝑒−2𝑥). 

Подставляя 𝜗𝑒(𝑥), 𝜗𝑒
′(𝑥), 𝜗𝑒

′′(𝑥) в уравнение 𝐴𝜗 = 0, получаем 

𝐶0𝑥
3{(𝛼 + 3)(𝛼 + 2)𝑥𝛼+1(𝑎0 + 𝑎1𝑙𝑛𝑥 + 𝑎2𝑙𝑛

2𝑥 +⋯+ 𝑎𝑒𝑙𝑛
𝑒𝑥) + 

+[(𝛼 + 2) + (𝛼 + 3)]𝑥𝛼+1(𝑎1 + 2𝑎2𝑙𝑛𝑥 + 3𝑎3𝑙𝑛
2𝑥 +⋯+ 𝑒𝑎𝑒𝑙𝑛

𝑒−1𝑥) + 

+𝑥𝛼+1(2𝑎2 + 6𝑎3𝑙𝑛𝑥 + 12𝑎4𝑙𝑛
2𝑥 +⋯+ 𝑒(𝑒 − 1)𝑎𝑒𝑙𝑛

𝑒−2𝑥)} + 

+𝐶1𝑥
2[(𝛼 + 3)𝑥𝛼+2(𝑎0 + 𝑎1𝑙𝑛𝑥 + 𝑎2𝑙𝑛

2𝑥 +⋯+ 𝑎𝑒𝑙𝑛
𝑒𝑥) + 

+𝑥𝛼+2(𝑎1 + 2𝑎2𝑙𝑛𝑥 + 3𝑎3𝑙𝑛
2𝑥 + ⋯+ 𝑒𝑎𝑒𝑙𝑛

𝑒−1𝑥)] + 
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+𝐶2𝑥
𝛼+4(𝑎0 + 𝑎1𝑙𝑛𝑥 + 𝑎2𝑙𝑛

2𝑥 +⋯+ 𝑎𝑒𝑙𝑛
𝑒𝑥) + 

+𝐶3 [𝑎0
𝑥𝛼+4

𝛼+4
+ ∑ 𝑎𝑝

𝑒
𝑝=1 ∑ (−1)𝐾

𝑝!

(𝑝−𝑘)!

𝑥𝛼+4

(𝛼+4)𝐾+1
𝑙𝑛𝑝−𝑘𝑥

𝑝
𝑘=0 ] = 0. 

Приравнивая коэффициенты при 𝑥𝛼+4𝑙𝑛𝑘𝑥 (𝑘 = 𝑒, 𝑒 − 1,… ,0), получаем 

следующую систему уравнений 

1) 𝑘 = 𝑒 

(𝐶0(𝛼 + 3)(𝛼 + 2) + 𝐶1(𝛼 + 3) + 𝐶2 + 𝐶3
1

𝛼 + 4
)𝑎𝑒 = 0, 

𝑃(𝛼)𝑎𝑒 = 0 

2) 𝑘 = 𝑒 − 1 

𝐶0[(𝛼 + 3)(𝛼 + 2)𝑎𝑒−1 + [(𝛼 + 2) + (𝛼 + 3)]𝑒𝑎𝑒] + 

+𝐶1[(𝛼 + 3)𝑎𝑒−1 + 𝑒𝑎𝑒] + 𝐶2𝑎𝑒−1 − 𝐶3𝑒
1

(𝛼 + 4)2
𝑎𝑒 + 𝐶3

1

𝛼 + 4
𝑎𝑒−1 = 0 

или 

[𝐶0(𝛼 + 3)(𝛼 + 2) + 𝐶1(𝛼 + 3) + 𝐶2 +
1

𝛼 + 4
𝐶3] 𝑎𝑒−1 + 

+[𝐶0[(𝛼 + 2) + (𝛼 + 3)]𝑒 + 𝐶1𝑒 − 𝐶3𝑒
1

(𝛼 + 4)2
]𝑎𝑒 = 0 

или 

𝑃(𝛼)𝑎𝑒−1 + 𝑃
′(𝛼)𝑒𝑎𝑒 = 0 

3) 𝑘 = 𝑒 − 2 

𝐶0[(𝛼 + 3)(𝛼 + 2)𝑎𝑒−2 + [(𝛼 + 2) + (𝛼 + 3)](𝑒 − 1)𝑎𝑒−1 + 

+(𝑒 − 1)𝑒𝑎𝑒] + 𝐶1[(𝛼 + 3)𝑎𝑒−2 + (𝑒 − 1)𝑎𝑒−1] + 𝐶2𝑎𝑒−2 + 

+𝐶3[𝑎𝑒𝑒(𝑒 − 1)
1

(𝛼 + 4)3
− 𝑎𝑒−1(𝑒 − 1)

1

(𝛼 + 4)2
+ 𝑎𝑒−2

1

𝛼 + 4
] = 0 

или 

(𝐶0(𝛼 + 3)(𝛼 + 2) + 𝐶1(𝛼 + 3) + 𝐶2 +
1

𝛼 + 4
𝐶3)𝑎𝑒−2 + 

+{𝐶0[(𝛼 + 2) + (𝛼 + 3)](𝑒 − 1) + 𝐶1(𝑒 − 1) − 
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−𝐶3(𝑒 − 1)
1

(𝛼 + 4)2
}𝑎𝑒−1 + 

+[𝐶0𝑒(𝑒 − 1) + 𝐶3𝑒(𝑒 − 1)
1

(𝛼 + 4)3
]𝑎𝑒−2 = 0 

или 

𝑃(𝛼)𝑎𝑒−2 + (𝑒 − 1)𝑃
′(𝛼)𝑎𝑒−1 +

𝑒(𝑒 − 1)

2
𝑃′′(𝛼)𝑎𝑒 = 0 

4) 𝑘 = 𝑒 − 3 

[𝐶0[(𝛼 + 3)(𝛼 + 2)] + 𝐶1(𝛼 + 3) + 𝐶2 + 𝐶3
1

𝛼 + 4
] 𝑎𝑒−3 + 

+{𝐶0[(𝛼 + 2) + (𝛼 + 3)](𝑒 − 2) + 𝐶1(𝑒 − 2) − 

−𝐶3(𝑒 − 2)
1

(𝛼 + 4)2
}𝑎𝑒−2 + 

+{𝐶0(𝑒 − 1)(𝑒 − 2) + 𝐶3(𝑒 − 1)(𝑒 − 2)
1

(𝛼 + 4)3
} 𝑎𝑒−1 − 

−𝐶3𝑒(𝑒 − 1)(𝑒 − 2)
1

(𝛼 + 4)4
𝑎𝑒 = 0 

или 

𝑃(𝛼)𝑎𝑒−3 + (𝑒 − 2)𝑃
′(𝛼)𝑎𝑒−2 +

𝑒(𝑒 − 1)

2
𝑃′′(𝛼)𝑎𝑒−1 + 

+
𝑒(𝑒 − 1)(𝑒 − 2)

6
𝑃′′′(𝛼)𝑎𝑒 = 0 

5) 𝑘 = 𝑒 − 𝑧   (𝑧 = 4,5,… , 𝑒) 

𝐶0[(𝛼 + 3)(𝛼 + 2)𝑎𝑒−𝑧 + [(𝛼 + 2) + (𝛼 + 3)](𝑒 − 𝑧 + 1)𝑎𝑒−𝑧+1 + 

+(𝑒 − 𝑧 + 2)(𝑒 − 𝑧 + 1)𝑎𝑒−𝑧+2] + 

+𝐶1[(𝛼 + 3)𝑎𝑒−𝑧 + (𝑒 − 𝑧 + 1)𝑎𝑒−𝑧+1] + 𝐶2𝑎𝑒−𝑧 + 

+𝐶3[𝑎𝑒−𝑧
1

𝛼 + 4
− 𝑎𝑒−𝑧+1(𝑒 − 𝑧 + 1)

1

(𝛼 + 4)2
+ 

+𝑎𝑒−𝑧+2(𝑒 − 𝑧 + 1)(𝑒 − 𝑧 + 2)
1

(𝛼 + 4)3
− 

−𝑎𝑒−𝑧+3(𝑒 − 𝑧 + 1)(𝑒 − 𝑧 + 2)(𝑒 − 𝑧 + 3)
1

(𝛼 + 4)4
+⋯+ 
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+(−1)𝑧−1𝑎𝑒−1(𝑒 − 𝑧 + 1) ∙ … ∙ (𝑒 − 1)
1

(𝛼 + 4)𝑧
+ 

+(−1)2𝑎𝑒(𝑒 − 𝑧 + 1) ∙ … ∙ 𝑒
1

(𝛼 + 4)𝑧+1
] = 0 

или  

𝑃(𝛼)𝑎𝑒−𝑧 + (𝑒 − 𝑧 + 1)𝑃
′(𝛼)𝑎𝑒−𝑧+1 +

(𝑒 − 𝑧 + 1)(𝑒 − 𝑧 + 2)

2!
𝑃′′(𝛼)𝑎𝑒−𝑧+2 + 

+
(𝑒 − 𝑧 + 1)(𝑒 − 𝑧 + 2)(𝑒 − 𝑧 + 3)

3!
𝑃′′′(𝛼)𝑎𝑒−𝑧+3 +⋯+ 

+
(𝑒 − 𝑧 + 1) ∙ … ∙ (𝑒 − 1)

(𝑧 − 1)!
𝑎𝑒−1 +

(𝑒 − 𝑧 + 1) ∙ … ∙ 𝑒

𝑧!
𝑎𝑒 = 0. 

Получили следующую систему уравнений 

1) 𝑃(𝛼)𝑎𝑒 = 0 

2) 𝑃(𝛼)𝑎𝑒−1 + 𝑃
′(𝛼)𝑎𝑒 = 0 

3) 𝑃(𝛼)𝑎𝑒−2 + (𝑒 − 1)𝑃
′(𝛼)𝑎𝑒−1 +

𝑒(𝑒−1)

2
𝑃′′(𝛼)𝑎𝑒 = 0 

4) 𝑃(𝛼)𝑎𝑒−3 + (𝑒 − 2)𝑃
′(𝛼)𝑎𝑒−2 +

(𝑒−2)(𝑒−1)

2
𝑃′′(𝛼)𝑎𝑒−1 + 

     +
𝑒(𝑒−1)(𝑒−2)

6
𝑃′′′(𝛼)𝑎𝑒 = 0 

5) 𝑃(𝛼)𝑎𝑒−𝑧 + (𝑒 − 𝑧 + 1)𝑎𝑒−𝑧+1 +
(𝑒−𝑧+1)(𝑒−𝑧+2)

2
𝑃′′(𝛼)𝑎𝑒−𝑧+2 + 

   +
(𝑒−𝑧+1)(𝑒−𝑧+2)(𝑒−𝑧+3)

6
𝑃′′′(𝛼)𝑎𝑒−𝑧+3 +⋯+

(𝑒−𝑧+1)∙…∙(𝑒−1)

(𝑧−1)!
𝑃(𝑧−1)𝑎𝑒−1 + 

+
(𝑒 − 𝑧 + 1) ∙ … ∙ 𝑒

𝑧!
𝑃(𝑧)𝑎𝑒 = 0. 

Решая последовательно данную систему уравнений, получаем 

1) 𝑎𝑒 = 𝑢0; 

2) 𝑃(𝛼)𝑎𝑒−1 + 𝑒𝑃
′(𝛼)𝑢0 = 0,   𝑎𝑒−1 = 𝑒𝑢1; 

3) 𝑃(𝛼)𝑎𝑒−2 + 𝑒(𝑒 − 1)𝑃
′(𝛼)𝑢1 +

𝑒(𝑒−1)

2
𝑃′′(𝛼)𝑢0 = 0,  

     𝑎𝑒−2 = 𝑒(𝑒 − 1)𝑢2; 

4) 𝑃(𝛼)𝑎𝑒−3 + (𝑒 − 2)(𝑒 − 1)𝑒𝑃
′(𝛼)𝑢2 +

(𝑒−2)(𝑒−1)𝑒

2
𝑃′′(𝛼)𝑢1 + 
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+
𝑒(𝑒−1)(𝑒−2)

6
𝑃′′′(𝛼)𝑢0 = 0,   𝑎𝑒−3 = 𝑒(𝑒 − 1)(𝑒 − 2)𝑢3; 

5) 𝑃(𝛼)𝑎𝑒−𝑧 + 𝑒(𝑒 − 1) ∙ … ∙ (𝑒 − 𝑧 + 1)𝑃
′(𝛼)𝑢𝑧−1 + 

+𝑒(𝑒 − 1) ∙ … ∙ (𝑒 − 𝑧 + 1)
𝑃′′(𝛼)

2
𝑢𝑧−2 + 

+𝑒(𝑒 − 1) ∙ … ∙ (𝑒 − 𝑧 + 1)
𝑃′′′(𝛼)

3!
𝑢𝑧−3 +⋯+ 

+𝑒(𝑒 − 1) ∙ … ∙ (𝑒 − 𝑧 + 1)
𝑃(𝑧−1)(𝛼)

(𝑧 − 1)!
𝑢1 + 

+𝑒(𝑒 − 1) ∙ … ∙ (𝑒 − 𝑧 + 1)
𝑃(𝑧)(𝛼)

𝑧!
𝑢0 = 0, 

𝑎𝑒−2 = 𝑒(𝑒 − 1) ∙ … ∙ (𝑒 − 𝑧 + 1)𝑢𝑧 =
𝑒!

(𝑒−𝑧)!
𝑢𝑧. 

Следовательно, 

𝑎𝑒−2 =
𝑒!

(𝑒−𝑧)!
𝑢𝑧   (𝑧 = 0,1,2,… , 𝑒). 

Лемма доказана. 

Лемма 3. Операторы 𝐴 и 𝐷 действуют из 𝑄𝛾+3
3  в 𝑄𝛾+4

1 , причем для любого 

𝜀 > 0 существует 𝛿 > 0, такое что ‖𝐷‖𝑄𝛾+33 →𝑄𝛾+4
1 < 𝜀 при 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝛿. 

Действительно, если 𝜗(𝑥) ∈ 𝑄𝛾+3
3 , то 𝜗′(𝑥) ∈ 𝑄𝛾+2

2 , 𝜗′′(𝑥) ∈ 𝑄𝛾+1
1 , 

𝑥3𝜗′′(𝑥) ∈ 𝑄𝛾+4
1 , 𝑥2𝜗′(𝑥) ∈ 𝑄𝛾+4

2 ∈ 𝑄𝛾+4
1 , 𝑥𝜗(𝑥) ∈ 𝑄𝛾+4

3 ∈ 𝑄𝛾+4
1 ,  

∫ 𝜗(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
∈ 𝑄𝛾+4

4 ∈ 𝑄𝛾+4
1 . 

Таким образом 𝐴𝜗 ∈ 𝑄𝛾+4
1 , 𝐷𝜗 ∈ 𝑄𝛾+4

1 . Нетрудно оценить норму оператора 

𝐷, ‖𝐷‖𝑄𝛾+33 →𝑄𝛾+4
1 < 𝜀 при достаточно малых 𝑥 (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝛿). 

Лемма 4. При любой 𝑓(𝑥) ∈ 𝑄𝛾+4
1  уравнение 𝐴𝜗 = 𝑓 имеет частное 

решение 𝜗 ∈ 𝑄𝛾+3
3 , удовлетворяющее условию ‖𝜗‖𝑄𝛾+33 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑄𝛾+41 . 

Доказательство. Введем новые функции ∫ 𝜗(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
= 𝑤1(𝑥),  

𝑥𝜗(𝑥) = 𝑤2(𝑥), 𝑥
2𝜗′ = 𝑤3(𝑥), тогда уравнение 𝐴𝜗 = 𝑓 сведется к следующей 

системе уравнений 
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{

𝑥𝑤1
′ = 𝑤2

𝑥𝑤2
′ = 𝑤2 +𝑤3

𝑥𝑤3
′ = −𝐶0

−1𝐶3𝑤1 − 𝐶0
−1𝐶2𝑤2 + (2𝐼 − 𝐶0

−1𝐶1)𝑤3 + 𝐶
−1𝑓

 

или 

𝑥𝑤′ + 𝐵𝑤 = 𝑓(̅𝑥),                                           (7) 

где 

𝑤(𝑥) = (

𝑤1(𝑥)
𝑤2(𝑥)
𝑤3(𝑥)

),        𝐵𝐸×𝐸→𝐸×𝐸 = (
0 −𝐼 0
0 −𝐼 −𝐼

𝐶0
−1𝐶3 𝐶0

−1𝐶2 𝐶0
−1𝐶1 − 2𝐼

),  

𝑓(̅𝑥) = (
0

𝐶0
−1𝑓(𝑥)

). 

Значения 𝑓(̅𝑥) принадлежат пространству 𝐸 × 𝐸. 

Разрешающий оператор уравнения 𝑥𝑤′ + 𝐵𝑤 = 0 имеет вид  

𝑈(𝑥, 𝑠) = 𝑒(∫
𝑑𝑡

𝑡

𝑠

𝑥
𝐵)

. Если спектр оператора 𝐵 лежит в левой полуплоскости  

𝑅𝑒𝜆 ≤ 𝛾∗ < 0, то справедлива оценка ‖𝑈(𝑥, 𝑠)‖ ≤ 𝑁𝑒−𝛾̅ ∫
𝑑𝑡

𝑡

𝑠

𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠 ≤ 𝛿,  

𝛾∗ < −𝛾̅ < 0, 𝑁 > 0. 

Рассмотрим операторные уравнения 

{
 

 
(𝐵 − 𝜆𝐼)𝑒 = 0      или

−𝜆𝑒1 − 𝑒2 = 0

−(1 + 𝜆)𝑒2 − 𝑒3 = 0

𝐶0
−1𝐶3𝑒1 + 𝐶0

−1𝐶2𝑒2 + (𝐶0
−1𝐶1 − (2 + 𝜆)𝐼)𝑒3 = 0

 

Преобразовывая эту систему уравнений, получаем 

(𝐶0
−1𝐶3

1

𝜆(𝜆+1)
− 𝐶0

−1𝐶2
1

1+𝜆
+ (𝐶0

−1𝐶1 − (2 + 𝜆)𝐼)) 𝑒3 = 0, 

(𝐶3
1

𝜆(𝜆+1)
− 𝐶2

1

1+𝜆
+ 𝐶1 − 𝐶0(2 + 𝜆)) 𝑒3 = 0, 

(𝐶3 (−
1

𝜆
) + 𝐶2 − 𝐶1(1 + 𝜆) + (1 + 𝜆)(2 + 𝜆)𝐶0) 𝑒3 = 0. 

Сделаем замену −𝜆 = 𝛼 + 4, тогда получим 

[
1

𝛼+4
𝐶3 + 𝐶2 + 𝐶1(𝛼 + 3) + (𝛼 + 3)(𝛼 + 2)𝐶0] 𝑒3 = 0. 

Следовательно, 𝑃(𝛼)𝑒3 = 0. 
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Нетрудно заметить, что если 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 (−1 < 𝛼1 < 𝛼2 < ⋯ < 𝛼𝑚) 

являются характеристическими числами для операторного пучка 𝑃(𝛼), тогда 

𝜆1 = −(𝛼1 + 4), 𝜆2 = −(𝛼2 + 4),…, 𝜆𝑚 = −(𝛼𝑚 + 4)  

(𝜆𝑚 < 𝜆𝑚−1 < ⋯ < 𝜆1 < −3) составляют спектр оператора 𝐵. В нашем случае 

𝛾∗ ≤ −3, 0 > −𝛾̅ > 𝛾∗, 𝑁 не зависит от 𝑥 и 𝑠. 

Следовательно, для разрешающего оператора 𝑈(𝑥, 𝑠) будет справедлива 

вышеуказанная оценка. 

Нетрудно доказать, что для решения уравнения 𝐴𝑤 = 𝑓 вида 

𝑤(𝑥) = ∫ 𝑈(𝑥, 𝑠)𝑓(̅𝑠)𝑑𝑠
𝑥

0
= ∫ 𝑒∫

𝑑𝑡

𝑡
𝐵

𝑠

𝑥 𝑓(̅𝑠)
𝑑𝑠

𝑠

𝑥

0
                        (8) 

справедлива оценка 

‖𝑤‖𝑄𝛾+33 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑄𝛾+41 . 

Теорема. Пусть порядок интегрального оператора  

𝐾𝜑 = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑥
𝑥

0
 равен 3, 𝐾(𝑥, 𝑡) удовлетворяет дополнительному 

условию 𝐶0 = lim
𝑥→+0

𝐾(𝑥,𝑥)

𝑥3
, 𝐶1 = lim

𝑥→+0

−𝐾𝑡
′(𝑥,𝑥)

𝑥2
, 𝐶2 = lim

𝑥→+0

𝐾𝑡𝑡
′′(𝑥,𝑥)

𝑥
,  

𝐶3 = lim
𝑥→+0

−𝐾
𝑡3
(3)
(𝑥,𝑥)

𝑥0
, причем 𝐶0 имеет ограниченный обратный, операторный 

пучок 𝑃(𝛼) = 𝐶0(𝛼 + 3)(𝛼 + 2) + 𝐶1(𝛼 + 3) + 𝐶2 + 𝐶3
1

𝛼+4
 удовлетворяет 

условию Леммы 2, 𝑓(𝑥) принадлежит пространству 𝑄𝛾+4
1 . Тогда при 𝛾, 

удовлетворяющем условию −𝛾̅ < −(𝛾 + 4) существует такое 𝛿 > 0, что при 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝛿 уравнение (1) имеет многопараметрическое семейство решений в 

пространстве 𝑄𝛾
0 

𝜑(𝑥) = 𝑧(3)(𝑥) = [𝑧̅(𝑥) + 𝑧0(𝑥)]
(3), 

где 𝑧̅(𝑥) − частное решение уравнения 𝐴𝑧̅ + 𝐷𝑧̅ = 𝑓, 𝑧0(𝑥) − общее решение 

соответствующего однородного уравнения. 
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