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Аннотация. Анализируется вопрос о сходимости метода Тонелли решения 
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В бaнaховом пространстве E рассмотрим операторное уравнение с 

начальным условием 

( , )
dx

Ax f t x
dt

+ =
  

(0 1),t      (1) 

(0) .x x=       (2) 

Здесь ( )x t – неизвестная функция, с областью определения на отрезке на 

 0,1  с множеством  значений в , ( , )E f t x , при   0,1t – нелинейных оператор, A  – 

действующий в E  линейный оперaтор с облaстью определения ( )D A , 0x – 

элемент, принадлежащий области ( )D A . Функцию ( )x t  будем считать решением 

задачи (1) – (2), если у неё существует непрерывная производная 
dx

dt
 на  0,1 ,  

( )x t , ( )Ax t   непрерывны на этом отрезке и ( )x t  удовлетворяет  (1) - (2). 

Предположим также, что A – сильно позитивный оператор, то есть 

порождает аналитическую подгруппу ( )T t . На функцию ( , )f t x наложим 

следующие ограничения:  

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ( , ) ( )( )

(0 , 1, , ,0 1).

f t x f t x c R t t x x

t t x x R





−  − + −

    
   (3) 

Из [1] известно, что при этих условиях  существует единственное решения 

задачи (1)–(2) на  отрезке    0, 0,1t  , и для этого решение ( )x t   справедливо  

уравнение 

0

0

( ) ( ) ( ) ( , ( )) .

t

x t T t x T t s f s x s ds= + −    (4) 

Метод Тонелли, по которому будем искать приближенное решение ( )nx t
 

задачи (1) – (2), состоит в следующем. 
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По 1,2,...n =  и 1/h n=  найдём ( )nx t  как решение задачи (5) - (6), где 

( )
( ) ( , ( ))n
n n

dx t
Ax t f t x t h

dt
+ = −  (0 1),t     (5) 

0( )nx t x=  ( 0).h t−        (6) 

Функцию ( )nx t  будем называть решением задачи (5) – (6),  в том случае, 

если на отрезке  0,1  существуют непрерывные производные 
( )ndx t

dt
, и ( )nx t  , ( )nAx t  

тоже непрерывны на этом отрезке, к тому же ( )nx t  удовлетворяет (5) - (6). 

Решение ( )nx t  будем находить последовательно на отрезках  0,h ,  , 2 ...h h  

из следующего равенства 

0

0

( ) ( ) ( ) ( , ( )) .

t

n nx t T t x T t s f s x s h ds= + − −      

Задачи (1) – (2), разрешима локально, а задача (5) – (6) имеет решение на 

всем отрезке  0,1 . 

Будем исследовать сходимость ( )nx t  к ( )x t  и ( )nAx t  к ( )Ax t  на отрезке  

 0, t , и, в случае, если ( )x t  существует на всем отрезке  0,1 , докажем сходимость 

на всем отрезке  0,1 . 

Теорема 1. Задача (1) – (2) имеет единственное решение на отрезке  0, t ,  

удовлетворяющее оценке 

( ) ( )nx t x t h−         (7) 

где const= . 

Доказательство.  Существование решения, его единственность доказаны в 

[1]. Для доказательства оценки (7) рассмотрим две леммы. 

Лемма 1. На отрезке  0, t  для решения ( )nx t  выполнено условие ( )nx t R . 

Лемма 2. Производная ' ( )nx t  является ограниченной функцией на каждом 

ограниченном в E множестве, то есть 

 ' ( ) ( )nx t P R  (0 1,t  ( ) ).nx t R     
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Воспользуемся условием (3) и этими леммами. Получим следующую 

оценку 

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

n n n

t t

n n

o

x t x t Wc R x s x s h ds

Wc R x s x s ds Wc R P R h Wc R x s x s ds

−  − − +

+ −  + −



 

 

Из этого неравенства следует: 

( ) ( )nx t x t h−    

где ( )
( ) ( ) cW R

cW R P R e= . 

Таким образом, теорема доказана. 

Так как A  – сильно позитивный оператор, то при любых действительных 

   определены его дробные степени. 

В [1] показано: отрицательные дробные степени оператора A  являются 

ограниченными. Таким образом, из сходимости ( )nA x t  и ( )A x t  должна 

следовать сходимость ( )nx t  и ( )x t . Докажем это утверждение. 

Теорема 2. На отрезке  0, t  справедлива оценка 

( ) ( ) ( )nA x t A x t h  −        (8) 

где ( ) ,0 1h const =   . 

Доказательство. Оценим ( ) ( )nA x t A x t − . 

Получаем: 

0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( , )

( )

( , ) ( ) .
( )

t

n

n

t

x s x s
A x t A x t c R ds

t s

ds
c R P R h

t s

 









−
−  +

−

+
−





 

Пользуясь теоремой 1, получаем оценку (8) 

Таким образом, теорема доказана. 

Докажем оценку (8) при α = 1. В этом случае будет справедливо 

утверждение о сходимость производной приближенного решения к производной 

точного решения.  
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Пусть оператор ( , )f t x  удовлетворяет дополнительным ограничениям. 

Полагаем следующее: 

существует производная Фреше '( , )xf t x ,  удовлетворяющая неравенству: 

( )
( )

1 1 2 1 1 2 1 2( )

1 2

'( , ) '( , ) ( )

,  ,  ,  (0,1) .

x x Z E E

E E

f t x f t x C R t t x x

x x R

 

 

−  − + −

 

 (9) 

 

При доказательстве оценки (8), будем опираться на следующие леммы 

Лемма 3. Справедливо следующее равенство: 

1 2 1 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , , )( )f t x f t x K t x x x x− = − , 

где 

1

1 2 1 2

0

( , , ) '( , (1 ) )xK t x x f t x x d  = + − , 

и следующая оценка: 

( )
( )

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2( )

1 2 1 2 1 2

( , , ) ( , , ) ( )

0 , 1,  ,  ,  ,   .

Z E E E

E E E E

K t x y K t x y C R t t x x y y

t t x x y y R

  
−  − + − + −

  

 

Пусть ( ) ( ) ( )h nt x t x t h = − − . 

Лемма 4. Справедливо следующее неравенство: 

( ) ( )
( )

h h

Qh
t h t t h

t h 
 + + − + 

+
, где 0 1  , Q const= . 

Теорема 3. Если оператор A сильно позитивен, оператор ( , )f t x  

удовлетворяет условию (3), оператор '( , )xf t x   удовлетворяет условию (9), 

 на отрезке [0, *]t  верна оценка 

( ) ( )nAx t ax t M h−   ,  где  M const= . 

Доказательство.  Введем обозначение: 

( ), ( ), ( ) ( )nK t x t h x t K t− = . 
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Следовательно, 

( )

( ) ( )

0

1 2 3

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) .

t

n n n

t

n n

Ax t Ax t AT t s K s s t ds

AT t s K s K t t ds T t K t t J J J

 

 

− = − − +

+ − − + − = + +





 

Будем оценивать каждое слагаемое. 

Очевидно,  что 2 2J N h , 3 3J N h , где 2N , 3N  – константы. 

1J  рассмотрим в каждом из трёх случаев: 

1) 0 t h  ,       2) 2h t h  ,     3) 2t h . 

В случае 1) и 3) очевидно, что 1 1J N h . 

В случае 2) воспользуемся леммой 4 и получим: 

1

1 1( )
h

ds
J Qh Qh

t s s −
 

−  . 

  Выберем ( )1 2 3max , , , .M N N N Q=   

Таким образом, теорема доказана. 

Теорема 4. ( )nA x t  сходится к ( )A x t  при 0 1   на промежутке [0,1] . 

Доказательство. Пусть R  – константа. Ранее доказано, что на отрезке 

[0, *]t   верна оценка (8). Зафиксируем h ( Rh
Z

 ), и получим на этом отрезке 

( ) ( )nx t x t R−  .  

Рассмотрим множество  :  0 t  | ( ) ( )nH x t x t R =   −  . Множество H   

ограничено. Следовательно, существует ( )h  верхняя граница этого множества, 

где ( )h H  . 

Очевидно, что ( ) 1h = , в случае, если приближенные решения ( )nx t  строить 

по Rh
N

 , при этом считаем, что N  – достаточно велико, то есть  приближенные 

решения будем строить по достаточно малому h . Таким образом получим, что 

( )nx t  сходится к ( )x t  на отрезке [0,1] . 
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Рассматривая ( ) ( )nA x t A x t −  при 0 1  . Получим оценку (8) на всем 

отрезке [0,1] . 

При 1 =  доказательство оценки (8) аналогично доказательству теоремы 3. 

Таким образом, теорема доказана. 
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