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Рассматривается оператора энергии трехмагнонных систем в модели 

Гейзенберга в двумерном и трехмерном решетке и исследуется структура 

существенного спектра и дискретный спектр системы. В работе [1] 

трехмагнонная система была рассмотрена в двумерной изотропной и 

анизотропной ограниченной ферромагнитной решетке, и были исследавоны 

спектр и связанные состояние (СС) системы с помощью численных методов. В 

работе [2] трехмагнонная система была рассмотрена в изотропной 

негейзенберговской ферромагнитной модели со значениями спина единицы с 

взаимодействием ближайших соседей. Изучена структура существенного 

спектра системы и была получена верхняя и нижняя оценка для количества 

трехмагнонных СС системы. В данной работе рассматривается оператор энергии 

трехмагнонных систем в модели Гейзенберга и исследуется структура 

существенного спектра и дискретный спектр системы в одномерном 

ферромагнетике. Гамильтониан рассматриваемой системы имеет вид 

𝐻 = 𝐽∑ (𝑆𝑚𝑆𝑚+𝜏).𝑚,𝜏                                               (1) 

Здесь  𝐽 < 0 − параметр билинейного обменного взаимодействие между атомами 

ближайших соседей в решетке, 𝑆𝑚 = (𝑆𝑚
𝑥 , 𝑆𝑚

𝑦
, 𝑆𝑚

𝑧 ) − оператор атомного спина 

узла 𝑚  𝜈 − мерной целочисленной решетки 𝑍𝜈 , а  𝜏 = ±𝑒𝑗, 𝑗 = 1,2,… , 𝜈, где   𝑒𝑗− 

единичные орты, т.е. суммирование ведется по ближайшим соседям. Положим 

𝑆𝑚
± = 𝑆𝑚

𝑥 ± 𝑖 𝑆𝑚
𝑦
. Обозначим через 𝜑0 вектор, называемый вакуумным и 

однозначно определяемый условиями:  𝑆𝑚
+𝜑0 = 0,  𝑆𝑚

𝑧 𝜑0 =
1

2
𝜑0, ||𝜑0|| = 1.  

Векторы  𝑆𝑝
−𝑆𝑞

−𝑆𝑟
−𝜑0 описывает состояние системы трех магнонов, находящихся 

в узлах 𝑝, 𝑞 и 𝑟. Замыкание пространства, образованного всевозможными 

линейными комбинациями этих векторов, обозначим через ℋ3. Оно называется 

трехмагнонным пространством оператора 𝐻.  

Теорема 1. Подпространство ℋ3 инвариантно относительно оператора 𝐻, и 

cужение 𝐻3 оператора 𝐻 на подпространство ℋ3 является ограниченным 

самосопряженным оператором. Он порождает ограниченный самосопряженный 
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оператор 𝐻̅3, действующий в пространстве  𝑙2
𝑎𝑠 по формуле (𝐻̅3𝑓)(𝑝, 𝑞, 𝑟) = 

= 𝐽∑[𝛿𝑝,𝑞+𝜏
𝜏

+ 𝛿𝑝+𝜏,𝑞 + 𝛿𝑝+𝜏,𝑟 + 𝛿𝑝,𝑟+𝜏 + 𝛿𝑞,𝑟+𝜏 + 𝛿𝑞+𝜏,𝑟 − 6]𝑓(𝑝, 𝑞, 𝑟) − 

−
1

2
𝛿𝑝−𝜏,𝑞𝑓(𝑝 − 𝜏, 𝑞, 𝑟) −

1

2
𝛿𝑝−𝜏,𝑟𝑓(𝑝 − 𝜏, 𝑞, 𝑟) −

1

2
𝛿𝑞−𝜏,𝑟𝑓(𝑝, 𝑞 − 𝜏, 𝑟) − 

−
1

2
𝛿𝑞,𝑟−𝜏𝑓(𝑝, 𝑞, 𝑟 − 𝜏) −

1

2
𝛿𝑝,𝑞−𝜏𝑓(𝑝, 𝑞 − 𝜏, 𝑟) −

1

2
𝛿𝑝,𝑟−𝜏𝑓(𝑝, 𝑞, 𝑟 − 𝜏) + 

+𝑓(𝑝 − 𝜏, 𝑞, 𝑟) + 𝑓(𝑝, 𝑞 −  𝜏, 𝑟) + 𝑓(𝑝, 𝑞, 𝑟 − 𝜏) −
1

2
𝛿𝑝+𝜏,𝑞𝑓(𝑝 + 𝜏, 𝑞, 𝑟) − 

−
1

2
𝛿𝑝+𝜏,𝑟𝑓(𝑝 + 𝜏, 𝑞, 𝑟) −

1

2
𝛿𝑞+𝜏,𝑟𝑓(𝑝, 𝑞 + 𝜏, 𝑟) −

1

2
𝛿𝑞,𝑟+𝜏𝑓(𝑝, 𝑞, 𝑟 + 𝜏) − 

−
1

2
𝛿𝑝,𝑞+𝜏𝑓(𝑝, 𝑞 + 𝜏, 𝑟) −

1

2
𝛿𝑝,𝑟+𝜏𝑓(𝑝, 𝑞, 𝑟 + 𝜏) + 𝑓(𝑝 + 𝜏, 𝑞, 𝑟) + 𝑓(𝑝, 𝑞 + 𝜏, 𝑟) + 

+𝑓(𝑝, 𝑞, 𝑟 + 𝜏)],                                                                                                                 (2) 

где  𝛿𝑘,𝑗 − кронекеровский символ. Сам оператор 𝐻3 на вектор 𝜓 ∈ ℋ3 действует 

по формуле  

𝐻3𝜓 = ∑ (𝐻̅3𝑓)(𝑝, 𝑞, 𝑟)𝑆𝑝
−𝑆𝑞

−𝑆𝑟
−𝜑0.𝑝,𝑞,𝑟∈𝑍𝜈                                                                    (3) 

Определение 1. Собственная функция  𝜑Ʌ ∈ 𝐿2(𝑇
𝜈) оператора 𝐻̃3Ʌ, 

отвечающая собственному значению 𝑧Ʌ ⋶ 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻̃3Ʌ), называется связанным 

состоянием (СС) оператора 𝐻̃3Ʌ, а величина 𝑧Ʌ − энергией этого СС. 

Положим Ʌ1 = 𝜆 + 𝜇, Ʌ2 = 𝜇 + 𝛾  и Ʌ3 = 𝜆 + 𝛾, где  𝜆, 𝜇, 𝛾 есть квазиимпульси 

магнонов. Обозначим через  ℱ переобразование Фурье: ℱ: 𝑙2((𝑍
𝜈)3) →

𝐿2((𝑇
𝜈)3) ≡ ℋ̃3,  где 𝑇𝜈 − 𝜈 − мерный тор, снабженный нормированной мерой 

Лебега 𝑑𝜆, т.е., 𝜆(𝑇𝜈) = 1. Положим  𝐻̃3 = ℱ𝐻̅3ℱ
−1. В квазиимпульсном 

представлении оператор 𝐻̅3 действует в гильбертовом пространстве  

𝐿2
𝑠𝑦𝑚𝑚

((𝑇𝜈)3), где  𝐿2
𝑠𝑦𝑚𝑚

− подпространство симметричных функций в  

𝐿2((𝑇
𝜈)3). 

Теорема 2. Преобразование Фурье переводит оператор 𝐻̅3 в ограниченный  

cамосопряженный оператор 𝐻̃3 = ℱ𝐻̅3ℱ
−1, действуеющий в пространстве 

𝐿2
𝑠𝑦𝑚𝑚

((𝑇𝜈)3) по формуле 
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𝐻̃3𝜓3 = −𝐽{12 − 4𝑐𝑜𝑠𝜆 − 4𝑐𝑜𝑠𝜇 − 4𝑐𝑜𝑠𝛾}𝑓(𝜆, 𝜇, 𝛾) + 𝐽∫ [12 + 2 cos(𝜆 − 𝑠) +
𝑇𝜈

  

+2 cos(𝜇 − 𝑠) − 2𝑐𝑜𝑠𝑠 − 2 cos(𝜆 + 𝜇 − 𝑠) − 4𝑐𝑜𝑠𝜆 − 4𝑐𝑜𝑠𝜇 − 4𝑐𝑜𝑠𝛾] × 

× 𝑓(𝑠, 𝜆 + 𝜇 − 𝑠, 𝛾)𝑑𝑠 + 𝐽∫ [12 − 4𝑐𝑜𝑠𝜆 − 4𝑐𝑜𝑠𝜇 − 4𝑐𝑜𝑠𝛾 + 2 cos(𝜆 − 𝑠) +
𝑇𝜈

 

+2 cos(𝛾 − 𝑠) − 2𝑐𝑜𝑠𝑠 − 2 cos(𝜆 + 𝛾 − 𝑠) 𝑓(𝑠, 𝜇, 𝜆 + 𝛾 − 𝑠)𝑑𝑠 + 

+𝐽∫ [12 − 4𝑐𝑜𝑠𝜆 − 4𝑐𝑜𝑠𝜇 − 4𝑐𝑜𝑠𝛾 − 2𝑐𝑜𝑠𝑠
𝑇𝜈

− 2 cos(𝜇 + 𝛾 − 𝑠) + 

+2 cos(𝜇 − 𝑠) + 2 cos(𝛾 − 𝑠) 𝑓(𝜆, 𝑠, 𝜇 + 𝛾 − 𝑠)𝑑𝑠 + 

+𝐽∫ ∫ [12
𝑇𝜈𝑇𝜈

− 44𝑐𝑜𝑠𝜆 − 4𝑐𝑜𝑠𝜇 − 4𝑐𝑜𝑠𝛾 + 3 cos(𝜆 + 𝜇 + 𝛾 − 𝑠 − 𝑡) + 

+2 cos(𝜆 + 𝜇 − 𝑠) + 4 cos s + 2 cos(𝜆 + 𝛾 − 𝑠) + 4𝑐𝑜𝑠𝑡 + 2 cos(𝜆 + 𝜇 − 𝑡) + 

+2 cos(𝜇 + 𝛾 − 𝑡) + cos(𝜆 + 𝑡) + 2 cos(𝜇 − 𝑠 − 𝑡) + 2 cos(𝜆 − 𝑠 − 𝑡) − 

−8 cos(𝜆 − 𝑠) − 6 cos(𝜇 − 𝑡) − 8 cos(𝜆 + 𝜇 − 𝑠 − 𝑡) − 

−2 cos(𝜆 − 𝑡) 𝑓(𝑠, 𝑡, 𝜆 + 𝜇 + 𝛾 − 𝑠 − 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡.                                                         (4) 

Теорема 3. a). Если  𝜈 = 2 и полный квазиимпульс системы Ʌ = (𝜋, 𝜋), 

тогда существенный спектр оператора 𝐻̃3Ʌ состоит из трёх значений: 

𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻̃3Ʌ) = {0,−6𝐽,−12𝐽}, и для число трехмагнонных СС  𝑁 имеет место 

соотношение 1 ≤ 𝑁 ≤ 18.  

b). Если 𝜈 = 2 и полный квазиимпульс системы Ʌ = (0,0), тогда 

существенный спектр оператора  𝐻̃3Ʌ  состоит из единственного отрезка: 

𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻̃3Ʌ) = [0,−48𝐽], и для число трехмагнонных СС 𝑁 имеет место 

соотношение 0≤ 𝑁 ≤ 17. 

c). Если  𝜈 = 2 и полный квазиимпульс системы  Ʌ ≠ (𝜋, 𝜋) и Ʌ ≠ (0,0), 

тогда существенный спектр оператора  𝐻̃3Ʌ состоит из объединений трех 

отрезков:   

𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻̃3Ʌ) = [−4𝐽(6 − 𝑐𝑜𝑠
Ʌ1
1

2
− 𝑐𝑜𝑠

Ʌ1
2

2
− 𝑐𝑜𝑠

Ʌ2
1

2
− 𝑐𝑜𝑠

Ʌ2
2

2
− 𝑐𝑜𝑠

Ʌ3
1

2
− 
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−𝑐𝑜𝑠
Ʌ3
2

2
),−4𝐽(6 + 𝑐𝑜𝑠

Ʌ1
1

2
+ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ1
2

2
+ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ1
2

2
+ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ2
1

2
+ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ2
2

2
+ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ3
1

2
+ 

+𝑐𝑜𝑠
Ʌ3
2

2
)] ∪ [−4𝐽(2 − 𝑐𝑜𝑠

Ʌ1
1

2
− 𝑐𝑜𝑠

Ʌ1
2

2
) + 𝑧Ʌ2 + 𝑧Ʌ3 , −4𝐽 (2 + 𝑐𝑜𝑠

Ʌ1
1

2
+ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ1
2

2
) + 

+𝑧Ʌ2 + 𝑧Ʌ3] ∪ [−4𝐽(4 −  𝑐𝑜𝑠
Ʌ1
2

2
− 𝑐𝑜𝑠

Ʌ2
1

2
− 𝑐𝑜𝑠

Ʌ2
2

2
− 𝑐𝑜𝑠

Ʌ3
1

2
− 𝑐𝑜𝑠

Ʌ3
2

2
) + 𝑧Ʌ1 , − 

−4𝐽(4 + 𝑐𝑜𝑠
Ʌ1
2

2
+ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ2
1

2
+ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ2
2

2
+ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ3
1

2
+  𝑐𝑜𝑠

Ʌ3
2

2
) + 𝑧Ʌ1] и для число 

трехмагнонных СС 𝑁 имеет место соотношение 1 ≤ 𝑁 ≤ 27.  

Теорема 4. a).  Если 𝜈 = 3 и  полный квазиимпульс системы Ʌ = (𝜋, 𝜋, 𝜋), 

тогда существенный спектр оператора 𝐻̃3Ʌ состоит из четырех значений: 

𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻̃3Ʌ) = {0,−36𝐽, −8𝐽, −14𝐽},  и для число трехмагнонных СС  𝑁 имеет место 

соотношение 1 ≤ 𝑁 ≤ 26.  

b). Если  𝜈 = 3 и полный квазиимпульс системы  Ʌ = (0,0,0), тогда 

существенный спектр оператора  𝐻̃3Ʌ состоит из единственного отрезка: 

𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻̃3Ʌ) = [0,−72𝐽], и для число трехмагнонных СС 𝑁 имеет место 

соотношение 0≤ 𝑁 ≤ 25. 

c). Если  𝜈 = 3  и  полный квазиимпульс системы  Ʌ ≠ (𝜋, 𝜋, 𝜋) и  

Ʌ ≠ (0,0,0), тогда существенный спектр оператора  𝐻̃3Ʌ состоит из объединений 

трех отрезков:  

𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻̃3Ʌ) = [−4𝐽 (9 −∑ 𝑐𝑜𝑠
Ʌ1
𝑖

2

3

𝑖=1
−∑ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ2
𝑖

2
−∑ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ3
𝑖

2

3

𝑖=1

3

𝑖=1
) , 

−4𝐽(9 +∑ 𝑐𝑜𝑠
Ʌ1
𝑖

2

3

𝑖=1
+∑ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ2
𝑖

2
−∑ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ3
𝑖

2

3

𝑖=1

3

𝑖=1
+∑ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ3
𝑖

2

3

𝑖=1
)] ∪ 

∪ [−4𝐽 (3 −∑ 𝑐𝑜𝑠
Ʌ1
𝑖

2

3

𝑖=1
) + 𝑧Ʌ2 + 𝑧Ʌ3 , 

−4𝐽 (3 +∑ 𝑐𝑜𝑠
Ʌ1
𝑖

2

3

𝑖=1
) + 𝑧Ʌ2 + 𝑧Ʌ3] ∪ 

∪ [−4𝐽 (6 −∑ 𝑐𝑜𝑠
Ʌ2
𝑖

2
−∑ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ3
𝑖

2

3

𝑖=1

3

𝑖=1
) + 𝑧Ʌ1 , 
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−4𝐽(6 +∑ 𝑐𝑜𝑠
Ʌ2
𝑖

2
+∑ 𝑐𝑜𝑠

Ʌ3
𝑖

2
) + 𝑧Ʌ1]

3

𝑖=1

3

𝑖=1
, 

и для число трехмагнонных СС  𝑁 имеет место соотношение 1 ≤ 𝑁 ≤ 26,  где  

𝑧Ʌ1 ,  𝑧Ʌ2  и 𝑧Ʌ3 некоторые конкретные числа и  

Ʌ1 = (Ʌ1
1, Ʌ1

2, Ʌ1
3) ∈ 𝑇3,   Ʌ2 = (Ʌ2

1 , Ʌ2
2, Ʌ2

3) ∈ 𝑇3  и  Ʌ3 = (Ʌ3
1, Ʌ3

2, Ʌ3
3) ∈ 𝑇3. 
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