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В статье рассматривается применение некоторых наиболее важных временных окон 

для оценки спектральной плотности, полученной методом коррелограмм (из корреляционной 

функции), методом периодограмм (прямым преобразованием Фурье). 

Ключевые слова: спектральная плотность, метод коррелограмм, метод периодограмм, 

окно Хеннинга, окно Карре – Руйе. 

 

APPLICATION OF WEIGHTING WINDOWS FOR SPECTRAL DENSITY 

ESTIMATION 

 

V.E. Meerson1, O.S. Khorolsky1 

 
1Voronezh State University of Forestry and Technologies named after G.F. Morozov 

 

The article discusses the application of some of the most important time windows for 

spectral density estimation determined by the correlogram method (from correlation function) and 

the periodogram method (from direct fourier transform). 

Keywords: spectral density, correlogram method, periodogram method, Hanning window, 

Carre-rouiller window.  

 

 

Для характеристики частотного состава измеряемого сигнала при прове-

дении обработки результатов испытаний достаточно часто используется метод 

спектрального анализа. 

Преобразование Фурье – это математическая основа, связывающая сигнал 

пространственный или временной (так же модель этого сигнала) представлени-

ем этого сигнала в частотной области. Дискретное преобразование Фурье в ме-
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тодах расщепления решения многомерных задач стало весомым средством по-

строения экономичных вычислительных схем. Прямой и обратный переход от 

сеточной функции к её спектру позволяет решать в спектральном пространстве 

отдельные компоненты расщеплённой задачи, что повышает эффективность 

числительной схемы. Ключевой составляющей программного обеспечения в 

обработке сигналов и изображений является дискретное преобразование 

Фурье [1, 5]. 

Спектральную плотность мощности в частичном интервале частот вы-

числяем по формуле: 

S0 =  
1

∆f
 ∫ S(f)df  

f0+
∆f

2

f
0

∆f
2

;                                     (1) 

где f – частота, Гц; S(f) – спектр мощности сигнала. 

Для дискретного ряда Фурье среднюю плотность мощности в интервале 

частот вычислять по формуле: 

SПМ =  
1

(j−i+1)Δf
 ∑ ak

2 + bk
2j

k=i ;                                            (2) 

где аk и bk – коэффициенты действительной и мнимой частей БПФ; ∆f – шаг по 

частоте быстрое преобразование Фурье, Гц; i∆f и j∆f – нижняя и верхняя часто-

ты диапазона, Гц. 

Взаимная спектральная плотность двух реализаций х(t) и y(t) определяет-

ся как преобразование Фурье их взаимно корреляционных функций. Взаимные 

спектры выражаются через модуль и фазовый угол: 

Gxy(f)| =  √Cxy(f)2 + Qxy(f)2 ;                                            (3) 

θxy(f) = arctg 
Qxy(f)

Cxy(f)
;                                                     (4) 

где |Gxy(f)| – модуль; Oxy(f) – фаза; Cxy(f) – действительная часть взаимного 

спектра; Qxy(f) – мнимая часть взаимного спектра. 

Если Oxy(f)˃0, то это значит, что y(t) запаздывает относительно x(t) по 

частоте f. При Oxy(f)˂0 x(t) запаздывает относительно y(t). 

Вклад сигнала оценивается через функцию когерентности: 

γxy
2 = 

|Gxy(f)|
2

Gxx(f)∗ Gyy(f)
  ;                                                         (5) 

0 ≤ γxy
2 (f)≤ 1.;                                                              (6) 

Если известно функции Gxx(f), Gyy (f), Gxy(f),Oxy(f), то АФЧХ системы 

вычисляются по формулам: 

H(f)=|Gxy(f)|/Gxx(f);                                                    (7) 



73 

φ(f)=Oxy(f);                                                            (8) 

где H(f) – АЧХ; φ(f) – фазо-частотная характеристика (ФЧХ) системы. 

Анализ временных рядов с целью определения АЧХ и ФЧХ при ступен-

чатом задании частоты проводить в следующей последовательности. 

Временные ряды входного x(t) и выходного y(t) взвесить с использовани-

ем синусоидальной весовой функции, что обеспечивает при дальнейшей обра-

ботке рядов необходимые АЧХ и ФЧХ. 

Для каждого ряда выполнить прямое преобразование Фурье с использо-

ванием алгоритма БПФ, в результате чего получать комплексные ряды  

х̂(f1) и ŷ(f1). 

По комплексным рядам рассчитать взаимные спектры 

Gxy (f1) = х̂(f1)* ŷ̃(f1);                                             (9) 

где i = 1,2 ,N; ŷ̃(f1) – комплексное сопряжённое число с ŷ(f1); N – размерен-

ность быстрое преобразование Фурье. 

В ряду взаимных спектров определить максимальное значение и соответ-

ствующую ему частоту fмакс, которая соответствует основной гармонике зада-

ющего генератора. 

На частоте fмакс определить сдвиг фаз φ(fмакс) между частотными со-

ставляющими возмущения и отклика, функцию когерентности Yxy(fмакс) и ко-

эффициент передачи Kn=√H(fмакс) (рисунки 1 и 2). 

 

Рисунок1 – График спектральной плотности мощности  

Важнейшим вопросом, являющимся общим для классических методов 

спектрального оценивания, связан с взвешиванием данных. Для управления 

эффектами используют обработку с помощью окна, эффекты обусловлены 

наличием в спектральных оценках боковых лепестков. Имеющуюся конечную 

запись данных, удобнее рассматривать как часть соответствующей бесконечной 

последовательности, которую видно через применяемое окно. Таким образом 
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последовательность наблюдаемых данных x0[n] из N отсчётов математически 

можно записать, как произведение бесконечной последовательности x[n] и 

функции прямоугольного окна: 

x0[n]=x[n]·rect[n].                                               (10) 

При этом очевидное допущение принимается о том, что все ненаблюдае-

мые отсчёты равны нулю независимо от того, так ли это на самом деле. Дис-

кретно-временное преобразование Фурье взвешенной последовательности рав-

но свёртке преобразований последовательности x[n] и прямоугольного окна 

rect[n] 

X0(f)=X(f)*DN(f);                                               (11) 

где DN(f)= Texp(-j2pfT[N-1]) sin(pfTN)/sin(pfT). 

 

Рисунок 2 – Таблица спектральной плотности мощности 

Функция DN(f), называемая дискретной функцией sin c, или ядром Дири-

хле, которая представляет собой ДВПФ прямоугольной функции. Преобразова-

ние наблюдаемой конечной последовательности представляет собой искажён-

ную версию преобразования бесконечной последовательности. Минимальная 

ширина спектральных пиков взвешенной окном последовательности определя-

ется шириной главного лепестка преобразования этого окна и не зависит от 

данных. Боковые лепестки преобразования окна изменяют амплитуды соседних 

спектральных пиков (такое явление называют просачиванием) [2, 4, 7-9]. Уве-

личение частоты отсчётов позволяет ослабить эффект наложения боковых ле-

пестков. Такие же искажения будут, наблюдаться и в случае несинусоидальных 

сигналов. Просачивание может маскировать присутствие слабых сигналов и 

приводит к появлению амплитудных ошибок в спектрах дискретных сигна-

лов [1, 3-5]. 

Амплитудно-частотный спектр получается на основе алгоритма – быстрое 

преобразование Фурье непосредственно по выборочной реализации параметра 
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или по его автокорреляционной функции (АКФ). Автокорреляционная функция 

вычисляется с использованием преобразования Винера-Хинчина. В зависимо-

сти от ширины используемого фильтра (разрешения по частоте), амплитудно-

частотные спектры могут быть условно классифицированы как узкополосные и 

широкополосные. При анализе высокочастотной устойчивости рабочего про-

цесса в камере газогенератора рекомендуется использовать более широкопо-

лосный спектр с шагом по частоте 40Гц. Для снижения погрешности в оценке 

амплитудно-частотного спектра, исходная реализация параметра умножается на 

взвешивающую функцию (спектральное окно). В качестве предпочтительных 

взвешивающих функций применяем: 

− спектральное окно Ханнинга – для получения АЧС непосредственно по 

выборке параметра (рисунки 3 и 4); 

− спектральное окно Карре – Руйе второе - при использовании АКФ. (ри-

сунки 5 и 6). 

 

Рисунок 3 – График характеристик спектральных максимумов 

 

Рисунок 4 – Таблица характеристик спектральных максимумов 
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Рисунок 5 – График характеристик спектральных максимумов 

 

Рисунок 6 – Таблица характеристик спектральных максимумов 

В результате расчёта быстрое преобразование Фурье по автокорреляци-

онной функции получается спектральная плотность мощности (СПМ) [6, 8-10]. 
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